Nieskonczona jednowymiarowa studnia potencjatu

Zagadnienie dane jest nastepujaco: znalez¢ funkcje whasne 1 warto$ci wtasne operatora energii dla
czastki umieszczonej w nieskonczonej studni potencjalu, przy czym czastka porusza si¢ wylacznie
w jednym wymiarze. Rozktad potencjatu przedstawia si¢ nastgpujaco:
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gdzie prostokatne zakreskowane obszary oznaczaja polozenia, w ktoérych potencjat jest
nieskonczony. Na przedziale (0, L) potencjat jest rOwny zero. Wynika z tego Ze:

- czastka moze znajdowac si¢ tylko w przedziale (0, L), lub r6wnowaznie
- funkcje wtasne operatora energii moga mie¢ niezerowe wartosci tylko w przedziale (0, L)

Na podstawie powyzszego zaklada si¢, ze funkcje wlasne operatora energii maja warto$¢ zero
w punktach x = 0 oraz x = L. Sa to tzw. warunki brzegowe.

Zagadnienie wlasne operatora energii wyraza si¢ nast¢pujaco:
H®,(x)=E,®,(x)

Jest to tzw. rownanie Schrodingera niezalezne od czasu. Aby je rozwiaza¢, nalezy podstawi¢ po
lewej stronie odpowiedni do danej sytuacji fizycznej operator energii, czyli hamiltonian H.
W obszarze (0, L) czastka jest swobodna, gdyz potencjal jest w nim staty (sita jest ujemnym
gradientem potencjalu, w rozwazanym przypadku jest to po prostu pochodna wzigta ze znakiem
minus, gdyz zagadnienie jest jednowymiarowe — pochodna funkcji statej jest rowna zero), a poza tym
obszarem czastka znaleZ¢ si¢ nie moze. Rozwaza¢ nalezy zatem funkcje wlasne jedynie w przedziale
(0, L).

Operator sktadowej x pedu ma postac:
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Poniewaz potencjal w rozwazanym obszarze jest rOwny zeru, hamiltonian sktada si¢ wylacznie
z czg$ci, zwigzanej z energia kinetyczng i ma postac:

Majac hamiltonian mozna rozpocza¢ szukanie jego funkcji wlasnych. Rownanie Schrédingera
z rozwazanym hamiltonianem ma postac:
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Z powyzszego wynika, ze druga pochodna funkcji wtasnej jest proporcjonalna do tejze funkcji
wiasnej. Wiasnos$¢ te maja funkcje harmoniczne, czyli sin oraz cos. Poniewaz dla obu tych funkcji
zachodzi zalezno$¢:

dzf(kx):_sz(kx)
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wiadomo, ze czynnikiem liniowym w argumencie funkcji harmonicznej jest pierwiastek ze
wspotczynnika, zwiazanego z energia, ktory pojawia si¢ w rownaniu Schrodingera.

Biorac to wszystko pod uwage przyjmuje si¢ posta¢ funkcji wilasnej jako kombinacje liniowa
funkcji harmonicznych z argumentem skalowanym pierwiastkiem wspolczynnika wzigtego
z réwnania Schrodingera:
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W uparciu o powyzsze rozwiazanie ogolne nalezy znalez¢ rozwiazanie szczegotowe. Potrzebna
jest do tego znajomo$¢ wspotczynnikéw A oraz B.

Po pierwsze nalezy zauwazy¢, ze pierwszy warunek brzegowy mowi, ze funkcja wilasna zeruje si¢
w punkcie x=0. Poniewaz sin(0)=0, za§ cos(0)=1 dla spelienia tego warunku brzegowego
konieczne jest, aby B =0. Wynika ztego, ze szukana funkcja wlasna operatora energii dla
nieskonczonej studni potencjalu ma postac:

2mE

@ (x)=A-sin X

n

Funkcje harmoniczne sa okresowe. Oznacza to, ze zwigkszenie ich argumentu o catkowita
wielokrotno$¢ pewnej charakterystycznej wartosci, zwanej okresem, nie zmienia wartosci funkcji,
innymi stowy, ze wartosci funkcji okresowej powtarzaja si¢ co okres. O ile musi zmieni¢ si¢ warto$¢
argumentu x funkcji wlasnej, aby uzyska¢ ponownie ta sama jej warto$¢? Biorac pod uwage wartos¢
okresu funkcji harmonicznych oczekujemy, ze okres funkcji wlasnej A wyraza si¢ nastgpujaco:
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Zwigkszenie argumentu x o czynnik A lub jego calkowita wielokrotno$¢ nie ma wplywu na wartos¢
funkcji wlasnej. Poniewaz zar6wno dla x=0, jak dla x=L funkcja wlasna powinna si¢ zerowac, nalezy
si¢ domysla¢ istnienia zwiazku pomiedzy dtugoscia L a wyznaczonym okresem funkcji wtasnej A, co
z kolei oznacza, ze dlugo$¢ L musi by¢ powiazana z wartosciami energii E,.

Warto$¢ statej 4 mozna znalezé ztzw. warunku normowania. Ze wzgledu na prostotg
rachunkowa zada sig, aby funkcje wiasne mialy norme réwna 1. Norma w przestrzeniach L°, do
ktoérych naleza szukane funkcje wilasne, jest zazwyczaj tzw. norma indukowana przez iloczyn
skalarny:
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Sam iloczyn skalarny w przestrzeni L?(R) ma postac:
(@¥)=[ &(x)¥(x)dx

Zadanie, aby norma funkcji wlasnej byta rowna jeden jest rownowazne zadaniu, aby:
(@,(x)|P,(x))=1

Aby znalez¢ wartos¢ statej 4 nalezy obliczy¢ warto$¢ iloczynu skalarnego:
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Drugi czton w nawiasie kwadratowym zeruje si¢ z uwagi na drugi warunek brzegowy. Argument
funkcji sin w wyniku catkowania rézni si¢ od argumentu analizowanej funkcji wilasnej jedynie
czynnikiem mnozacym, rownym 2. Jezeli funkcja wlasna operatora energii ma si¢ zerowac dla x=L,
to réwniez ten czynnik musi si¢ zerowac, bo warto$¢ x, bedaca catkowita wielokrotnoscia L, daje
argument funkcji sin bedacy catkowita wielokrotnoscia kata m radianow, a dla takich katow funkcja
sin sig zeruje. Po uwzglednieniu tego faktu stata 4 moze by¢ wyznaczona w nastgpujacy sposob:
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Dozwolone wartosci wlasne energii mozna znalezé w oparciu o drugi warunek brzegowy.
Poniewaz funkcje wtasne maja zerowac si¢ w punkcie x=L, zachodzi:
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Warte zauwazenia jest wylaczenie zera ze zbioru dopuszczalnych wartosci n. Dla n=0 otrzymuje
si¢ funkcje wlasna catkowalna z kwadratem, ale trywialna — tozsamos$ciowo réwna zeru. Oznacza to,
7ze nie moze istnie¢ nieruchoma czastka w studni potencjalu! W wyniku prostych przeksztalcen
otrzymuje si¢ nastgpujaca zalezno$¢ na wartosci wlasne energii czastki w studni potencjatu:
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Uzyskalismy wynik, z ktorego jasno wynika, ze energia czastki w rozwazanym zagadnieniu nie
jest dowolna: jest Scisle zalezna od wartosci szerokos$ci studni potencjatu, ponadto jest catkowita
wielokrotnos$cia pewnej niezerowej warto$ci minimalnej — wartosci energii dla n=7/ — méwimy, ze
energia w zagadnieniu jest skwantowana. Jest to typowe dla zagadnien mechaniki kwantowej
w przypadku, gdy mamy do czynienia z zawgzeniem mozliwych wartosci potozenia do danego
skonczonego przedzialu. Dokladnie z taka sytuacja mamy do czynienia w rozwazanym zagadnieniu.
Podstawiajac powyzsza zalezno$¢, otrzymuje si¢ ostatecznie nastgpujaca posta¢ funkcji wlasnych
hamiltonianu czastki w jednowymiarowej nieskonczonej studni potencjatu:
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Przypadek tréjwymiarowy - “pudetko potencjatu”

Zagadnienie dane jest nastgpujaco: rozwazane jest szeScienne pudetko potencjalu o boku
o dlugosci L, ktérego jeden z wierzchotkdw znajduje si¢ w punkcie (0, 0, 0), atrzy krawedzie
pokrywaja si¢ z osiami prostokatnego ukltadu wspédtrzednych, tak ze trzy z wierzchotkéw
umieszczone sa w odleglosci L od s$rodka uktadu wspoétrzednych na jego osiach. Na zewnatrz
pudetka potencjal jest nieskonczony, a wewnatrz jest rowny zeru. Nalezy znalez¢ funkcje wiasne
1 wartos$ci wlasne operatora energii dla czastki znajdujacej si¢ wewnatrz takiego pudetka.
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Warto na poczatku zauwazy¢, ze zagadnienie wzdhuz poszczeg6lnych osi uktadu wspotrzednych
sprowadza si¢ do zagadnienia na jednowymiarowa nieskonczona studni¢ potencjalu. Umiejetne
przedstawienie zagadnienia “pudetka potencjalu” pozwoli na wykorzystanie rozwigzania
jednowymiarowego.

Hamiltonian czastki swobodnej w przypadku tréjwymiarowym przedstawia si¢ nastgpujaco:
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Zaklada sig, ze szukane rozwiazanie jest postaci:

Y(7)=f(x)g(y)h(z)

Jaka posta¢ ma prawa strona rownania Schrodingera bez czasu?

HY (7)= h—(mg(y)h(z)-i-f(x)aag(y)h(Z)-l-f(x)g(y)@ h(z))
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Jako funkcje f, g oraz h podstawione zostanie rozwigzanie zagadnienia jednowymiarowej
nieskonczonej studni potencjatu wyrazone w odpowiednich zmiennych:
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Nietrudno pokazaé, ze ta funkcja jest unormowana do jedno$ci. Parametry n,, n, in. pelia
analogiczna role, jak w rozwigzaniu jednowymiarowym — parametryzuja dlugos¢ wektora falowego
(tym razem wzgledem kazdego wymiaru z osobna). Wstawiajac tak skonstruowana funkcj¢ wtasna
do rownania Schrédingera po jego lewej stronie, otrzymuje si¢ nastepujaca strong prawa:
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Z rownania tego mozna wywnioskowaé, ze wartosci wlasne energii dla zagadnienia czastki
swobodnej w “pudetku potencjalu” wyrazaja si¢ nastepujaco:
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Funkcje wlasne operatora energii maja postaé:
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