Jednowymiarowy oscylator harmoniczny

Punktem wyjscia do rozwiazania tego zagadnienia jest hamiltonian zagadnienia oscylatora
harmonicznego postaci:
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Roéwnanie Schrodingera bez czasu ma postac:

Ho(x)=E®(x)

Wstawiajac posta¢ hamiltonianu do tego rdwnania, otrzymuje si¢ nastgpujace rdéwnanie
rozniczkowe:
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otrzymuje si¢ nastgpujaca posta¢ rozwigzywanego rownania:
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otrzymuje si¢

0’ 2 e
(e ul)=hule)
(e -2 )ue)=0

Dla duzych wartosci & (granica & dazacego do nieskonczono$ci) roéwnanie to zachowuje sig jak
roéwnanie
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Idac tym tropem szuka si¢ rozwiazan na funkcje wtasne operatora energii oscylatora harmonicznego
postaci:

Pochodne tej funkcji maja postac:

du(g)_dH(E) 5 =1

SulE) dHE S _dH(E S F amg S, E
= = i e It e H(¢g)e I3 ' e “+E H(E)e “=
2 75: 7§: 722

L d};ae *-2 zdgg)e CHE -1 H(E)e ?

Aby znalez¢ funkcje H nalezy wstawi¢ druga pochodng i1 zatozona posta¢ funkcji u do pierwotnego
roOwnania rézniczkowego:
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Matematycznie mozna pokaza¢, ze szukana funkcja u jest calkowalna z kwadratem tylko wtedy, gdy
rOwnanie powyzsze przyjmuje postac:
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Powyzsze rownanie rdzniczkowe nosi nazwe¢ rownanie Hermite'a. Rozwiazaniami tego réwnania sa
wielomiany Hermite'a okreslone nastgpujaco:
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Na podstawie wielomianow Hermite'a mozna utworzy¢ ortonormalng baze w przestrzeni L*(R), tzw.
funkcje Hermite'a o postaci:

Funkcje te odpowiadaja postacia szukanym rozwigzaniom na funkcje wlasne operatora energii.

Warunkiem na to, aby rozwigzanie istniato, jest spetnienie warunku na warto$¢ wspotczynnika A, co
roéwnowazne jest ograniczeniem na dopuszczalne wartosci energii E:
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Dopuszczalne warto$ci energii jednowymiarowego oscylatora harmonicznego okreslone sa
zaleznoscia:

E=hw n+% ,n=0,1,2,3,...
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Funkcje wtasne odpowiadajace tym wartosciom wlasnym co do postaci sa po prostu, zgodnie z
wczesniejszymi rozwazaniami, funkcjami Hermite'a. Po wyrugowaniu podstawien 1 znormalizowaniu
ze wzgledu na t¢ czynno$¢ otrzymuje si¢
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Oscylator trojwymiarowy




Hamiltonian ma posta¢:
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Zaktadajac posta¢ funkcji wtasnej takiego operatora jako

Y(7)=f(x)g(y)h(z)

1 wstawiajac za funkcje f, g, h rozwiazania jednowymiarowe oscylatora harmonicznego, co
uzasadnione jest z jednej strony postaciag hamiltonianu (jest on “suma” hamiltonianéw oscylatora
harmonicznego w poszczegdlnych trzech wymiarach), a z drugiej strony zwiazkami komutacyjnymi
pomigdzy operatorami skladowych potozenia i pedu, otrzymuje si¢ nastgpujaca posta¢ funkcji
wilasnej hamiltonianu trojwymiarowego oscylatora harmonicznego:
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Warto$ci wlasne operatora energii trojwymiarowego oscylatora harmonicznego wynosza:
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Warto zauwazy¢, ze warto$ci wlasne oscylatora tréjwymiarowego (wyjawszy najnizszy poziom
energetyczny - podstawowy) sa zdegenerowane, w przeciwienstwie do warto$ci wiasnych oscylatora
jednowymiarowego.
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